Міністерство освіти і науки України
Інститут інноваційних технологій та змісту освіти
Київський національний університет імені Тараса Шевченка 
Завдання ІІІ етапу Всеукраїнської олімпіади з математики 2013-2014 рік

7 клас

1. Відомо, що в понеділок Настя добиралася на автомобілі на роботу більше однієї години. Також відомо, що протягом будь-якої години руху середня швидкість її автомобіля дорівнювала 80 км/год. Чи могла його середня швидкість протягом усього шляху дорівнювати 100 км/год? Відповідь обґрунтуйте. 

2. У Олесі є необмежена кількість цифр 3 та рівно одна цифра 4. Вона хоче утворити число, яке б ділилося на найбільшу можливу кількість чисел з множини 
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. Яке найменше число може утворити Олеся? Відповідь обґрунтуйте.

3. У клітини дошки 
[image: image2.wmf]6
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´

 можна ставити зірочки (не більше 1 зірочки у клітину) таким чином, щоб у кожному рядку, кожному стовпчику та кожній з двох великих діагоналей було не більше ніж 3 зірочки. Яку максимальну кількість зірочок можна поставити на дошку за таких умов? Відповідь обґрунтуйте.

4. Сторони трикутників 
[image: image3.wmf]ABC

 та 
[image: image4.wmf]ACD

 задовольняють такі умови: 
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см, 
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см. Які значення може набувати довжина сторони 
[image: image8.wmf]AC

, якщо вона дорівнює цілій кількості сантиметрів, є середньою у 
[image: image9.wmf]ACD

D

 та найбільшою у 
[image: image10.wmf]ABC

D

? Відповідь обґрунтуйте.
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1. Відомо, що в понеділок Настя добиралася на автомобілі на роботу більше однієї години. Також відомо, що протягом будь-якої години руху середня швидкість її автомобіля дорівнювала 80 км/год. Чи могла його середня швидкість протягом усього шляху дорівнювати 100 км/год? 

2. Відомо, що 
[image: image11.wmf]M

 та 
[image: image12.wmf]N

 два послідовних чотирицифрових числа. Яке найбільше значення може набувати різниця між сумами цифр чисел 
[image: image13.wmf]M

 та 
[image: image14.wmf]N

?

3. Чи можна розставити у комірках таблиці 
[image: image15.wmf]5
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 числа 1, 2, ..., 15 таким чином, щоб:

а) суми чисел в усіх рядках були однакові, а також, щоб суми чисел в усіх стовпчиках були однакові, але, можливо, відмінні від сум чисел у рядках;

б) суми чисел в усіх трьох рядках та усіх п’яти стовпчиках були однакові?

4. Прості числа 
[image: image16.wmf]q
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 та натуральні 
[image: image17.wmf]y

x

,

 задовольняють умови: 
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 та 
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 – ціле число. Доведіть, що 
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5. На стороні 
[image: image22.wmf]AB

 трикутника 
[image: image23.wmf]ABC

 відмітили точку 
[image: image24.wmf]K

. Відрізок 
[image: image25.wmf]CK

 перетинає медіану 
[image: image26.wmf]AM

 у точці 
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. Відомо, що 
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. Знайдіть відношення 
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1. Знайдіть натуральне число 
[image: image30.wmf]n

, для якого існує найбільша кількість пар ненульових цифр 
[image: image31.wmf]b
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, що задовольняють умову: 
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2. Два кола 
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 проходять через центр 
[image: image34.wmf]O

 кола 
[image: image35.wmf]c

 та  дотикаються до нього внутрішнім чином у точках 
[image: image36.wmf]A

 та 
[image: image37.wmf]B

 відповідно. Доведіть, що на прямій 
[image: image38.wmf]AB

 лежить спільна точка кіл 
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3. а) Чи можна розставити у комірках таблиці 
[image: image40.wmf]5
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 числа 1, 2, ..., 15 таким чином, щоб суми чисел в усіх рядках були однакові, а також, щоб суми чисел в усіх стовпчиках були однакові, але, можливо, відмінні від сум чисел у рядках?

б) Чи можна розставити у комірках таблиці 
[image: image41.wmf]5
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 числа 1, 2, ..., 20 таким чином, щоб суми чисел в усіх рядках були однакові, а також, щоб суми чисел в усіх стовпчиках були однакові, але, можливо, відмінні від сум чисел у рядках?

4. Знайдіть усі такі натуральні 
[image: image42.wmf]n

, для яких числа 
[image: image43.wmf]119

12

-

n

 та 
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 є точними квадратами натуральних чисел.

5. Дійсні числа 
[image: image45.wmf]b
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 задовольняють умову: 
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. Доведіть, що справджується нерівність: 
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1. Розв’яжіть нерівність:
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1

(

2

)

1

(

16

1

)

1

(

)

1

(

2

3

4

-

+

³

-

+

-

+

x

x

x

x

x

.

2. Чи існують четвірки дійсних чисел 
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3. Розв’яжіть у натуральних числах 
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 систему рівнянь: 
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4. У трикутнику 
[image: image54.wmf]ABC

 сторона 
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 – бісектриса 
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 – середини сторін 
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 і 
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 відповідно. Знайдіть величину 
[image: image61.wmf]KLM
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, якщо 
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5. На дошці записаний вираз 
[image: image63.wmf]*
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, що складається з непарної кількості зірочок. Андрій та Олеся грають у таку гру: вони по черзі (Андрій перший) замінюють будь-яку ще не замінену зірочку будь-якою цифрою (на перше місце не можна ставити цифру 0). Якщо в решті вийде число, що кратне 11, то перемагає Андрій, якщо ні, то – Олеся. Хто переможе при правильній грі?
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1. Знайдіть усі розв’язки рівняння 
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2. а) Відомо, що у нескінченній арифметичній прогресії натуральних чисел є деякий член, який є 
[image: image66.wmf]k

–м степенем натурального числа, більшого від 1. Доведіть, що серед членів прогресії є нескінченна кількість таких, що також є 
[image: image67.wmf]k

–ми степенями натуральних чисел. 
б) Чи існує нескінченна зростаюча арифметична прогресія натуральних чисел жоден член якої не є  вище ніж першим степенем натурального числа? 

3. Нехай 
[image: image68.wmf]a
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 – сторони гострокутного трикутника. Доведіть, що 
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4. Побудуємо для трикутника 
[image: image72.wmf]ABC

 коло 
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, що проходить через точку 
[image: image74.wmf]B

 і дотикається до прямої 
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 у точці 
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, коло 
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, що проходить через точку 
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 і дотикається до прямої 
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 у точці 
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. Другу точку перетину кіл 
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 та 
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 позначимо через 
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. Точку перетину прямої 
[image: image84.wmf]AD

 та описаного кола 
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 позначимо через 
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. Доведіть, що 
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 – середина відрізка 
[image: image88.wmf]AE

.
5. На дошці записаний вираз 
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