Завдання для сьомого обласного турніру юних математиків 2011-2012 н. р.
1. Дослідіть, якого найменшого значення може набувати вираз 
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 для натуральних чисел 
[image: image2.wmf],,,
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 та знайдіть усі трійки таких чисел, при яких воно набувається. 
2. Доведіть, що при 
[image: image3.wmf]1,2,3
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 для довільних наборів дійсних чисел:  
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  виконується нерівність
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3. Послідовність 
[image: image8.wmf](
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 натуральних чисел, виписаних у довільному порядку, 
така, що у ній кожне натуральне число зустрічається рівно один раз. Чи завжди знайдеться таке 
[image: image9.wmf],
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 що у множині 
[image: image10.wmf]{
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 існує підмножина, сума
елементів якої дорівнює 
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4. Доведіть, що для кожного натурального числа 
[image: image12.wmf]2
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 існує таке натуральне 
число 
[image: image13.wmf],
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 квадрат якого можна подати у вигляді суми квадратів двох, трьох, … , 
[image: image14.wmf]n

 різних натуральних чисел.
5. Дослідіть, для яких натуральних чисел 
[image: image15.wmf]2
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 існує таке натуральне число 
[image: image16.wmf],
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 яке можна подати у вигляді суми кубів двох, трьох, … , 
[image: image17.wmf]n

 натуральних чисел, не обов’язково різних.
6. Доведіть, що для кожного натурального числа 
[image: image18.wmf]3
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 існує таке натуральне 
число 
[image: image19.wmf],
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 куб якого можна подати у вигляді суми кубів 
[image: image20.wmf]n

 різних натуральних чисел.
7. Для нерівних додатних чисел 
[image: image21.wmf],
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 доведіть нерівність 
[image: image22.wmf](

)

(

)

22

821

2

xy

xyxy

£+

+-

 
та дослідіть, для яких пар 
[image: image23.wmf](
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 у ній досягається рівність.
8. Знайдіть усі пари додатних чисел 
[image: image24.wmf],,
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 для яких виконується нерівність
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9. Дослідіть, чи існують такі додатні числа 
[image: image26.wmf],,
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 для яких виконується нерівність 

[image: image27.wmf](
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10. Доведіть, що існує така трійка натуральних чисел 
[image: image28.wmf],,,
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 що кожне з чисел  
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 та 
[image: image32.wmf]abc

 є точним квадратом.
11. Позначимо через 
[image: image33.wmf]{
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 дробову частину числа 
[image: image34.wmf].
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 Доведіть, що існує 
додатне число 
[image: image35.wmf],
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 яке задовольняє наступні три умови:
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12. Знайдіть усі такі функції 
[image: image37.wmf]:,
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 для яких при всіх дійсних значеннях 
[image: image38.wmf],
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виконується рівність 
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13. Дослідіть, чи існують  такі функції 
[image: image40.wmf]:,

fRR

®

 відмінні від 
[image: image41.wmf](
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 для яких при всіх дійсних значеннях 
[image: image42.wmf],
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 виконується рівність 
[image: image43.wmf](
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14. Розв’яжіть систему рівнянь:   
[image: image44.wmf]222
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15. Перевірте, чи при кожному натуральному 
[image: image45.wmf]5
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 суми квадратів коефіцієнтів многочленів  
[image: image46.wmf](
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 та 
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 записаних у
стандартному вигляді 
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 співпадають.

16. Дослідіть, як за розкладами натуральних чисел 
[image: image49.wmf]m

 та 
[image: image50.wmf]n

 у двійковій системі 
числення визначити, чи є біноміальний коефіцієнт 
[image: image51.wmf](
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 парним 
числом.

17. Проаналізуйте умови (необхідні, достатні, або необхідні і достатні), при яких клітчасті прямокутники розмірами 
[image: image52.wmf]mn
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 можна розрізати по лініях сітки на 
фігурки, кожна з яких є або квадратом розміру 
[image: image53.wmf]22,
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 або має вигляд   
[image: image54]   у довільній орієнтації.
18. Вісім кіл радіуса 
[image: image55.wmf]r

 розташовані послідовно одне за одним вздовж катетів 
прямокутного трикутника так, що кожне наступне дотикається до попереднього. При цьому до одного катета дотикаються 5 кіл, а до іншого – 4 (одне з кіл, розташоване у вершині прямого кута, дотикається до обох катетів). Крім того, крайні кола дотикаються ще й до гіпотенузи трикутника. Знайдіть радіус кола, вписаного у цей трикутник.

19. Дослідіть питання щодо найбільшої кількості сторін многокутників, які можна отримати у перерізі площиною кожного із правильних многогранників.
20. Коло 
[image: image56.wmf]0
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 радіуса 
[image: image57.wmf]0
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 дотикається до прямої 
[image: image58.wmf]l

 у точці 
[image: image59.wmf].
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 Розглядаються всілякі кола 
[image: image60.wmf]w

 радіуса 
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 які дотикаються до прямої 
[image: image62.wmf]l

 та мають з колом 
[image: image63.wmf]0
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 дві 
різні спільні точки 
[image: image64.wmf]B

 та 
[image: image65.wmf],

C

 причому точка 
[image: image66.wmf]B

 більш віддалена від 
[image: image67.wmf],

l

 ніж 
[image: image68.wmf].
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Нехай 
[image: image69.wmf]D
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 точка дотику кола 
[image: image70.wmf]w

 до прямої 
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 Доведіть, що центри кіл, описаних навколо усіх отриманих таким чином трикутників 
[image: image72.wmf],
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 лежать на колі радіуса 
[image: image73.wmf]0

R

 з центром у точці 
[image: image74.wmf].
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